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　　摘　要 :　本文利用二维循环统计量方法对二维平稳乘性噪声与二维平稳加性噪声共存情况下的二维谐波信号

参数估计问题进行了讨论.利用二维循环统计量能够有效地抑制二维平稳乘性噪声和二维平稳加性噪声的特点 ,有效

地从噪声中提取出信号参数.仿真实验对算法作了说明.
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Abstract :　The problem of concern here is parameter estimation of two2dimensional harmonics in the presence of multiplicative

and additive noise. Two2dimensional cyclic statistics which can restrain two2dimensional multiplicative noise and two2dimensional addi2
tive noise efficiently are employed to estimate the frequencies and phases. Simulation examples illustrate the algorithm.
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1　引言

　　二维谐波恢复问题近年来受到了广泛的重视 ,并且已在

雷达 ,声纳和地球物理等众多领域得到了应用.为了得到高分

辨率的谱估计 ,一些有效的子空间方法已经从一维拓展到了

二维 ,例如 MUSIC[1 ] ,MEMP[2 ]和 ESPRIT[3 ] .特别地 , ESPRIT不

仅由于它不需要在二维平面内搜索谱峰 ,因此是一种有效的

算法 ;而且如果多频率对共享一个频率时 ,它提出了更好的配

对方法.

由于在实际应用中噪声不一定是白色的 ,所以文 [ 4 ]和

[5 ]研究了基于高阶累积量的方法.它们的主要思想是四阶累

积量对噪声不敏感 ,却包含有二维谐波的频率与幅度信息.

岂今为止 ,大部分工作都围绕着观测数据只含加性噪声

的谐波恢复.然而 ,乘性噪声在许多情况下大量存在.例如 :在

水声信号处理中 ,乘性噪声可以描述为随机起伏对声波的影

响 ,这一起伏可由介质 ,流向改变和目标散射干扰引起.

循环平稳理论在一维循环平稳过程的频率与相位估计中

被证明是一种有效的方法.它不仅能够有效地抑制谐波信号

中的乘性噪声与加性噪声 [6 ] ,分析谐波信号的耦合效应 [7 ] ,而

且已被广泛应用于研究阵列信号处理 [8 ]、多谱勒效应[9 ]等众

多领域.虽然 V. G. Alekseev[10 ]提出了处于高斯场的循环平稳

过程的谱密度估计 ,然而却没有见到它在信号处理中的应用.

本文将循环平稳理论扩展到二维 ,用来进行二维谐波信号参

量估计 ,取得了较好的效果.

2　频率与相位估计

　　定义 x ( m , n)为含乘性和加性噪声的二维谐波信号模型.

x ( m , n) = ∑
L

l =1

sl ( m , n) exp[ j (ω1 lm +ω2 l + <l) ] +υ( m , n)

(1)

其中 , m、n代表二维时间坐标 , m = 0 , 1 , ⋯, T1 - 1 ; n = 0 , 1 ,

⋯, T2 - 1. L 代表信号个数. (ω1 l ,ω2 l )代表第 l 个信号频率

对. <l 代表第 l个信号相位. s1 ( m , n)代表乘性噪声.υ( m , n)

代表加性噪声.

假设 : (1)ωkl’s属于 ( -π,π) ,且 (ω1 l ,ω2 l) ≠(0 ,0) , k = 1 ,

2 , L 对频率相互独立 ; (2) <l’s是属于 ( -π,π)之间的确定性

常数 ; (3)乘性噪声 sl ( m , n)’s和加性噪声υ( m , n)是相互独

立二维平稳可混的随机过程.即 Π p∈Z , Z为正整数集合.

∑
∞

ξ
1⋯
ξ

p
= - ∞
∑
∞

η
1⋯
η

p
= - ∞

sup
m , n

| cum{ sl0 ( m , n) , sl1 ( m +ξ1 , n +η1) ,

　　　　　⋯, slp ( m +ξp , n +ηp) } | < + ∞

其中 , sli ( m , n) ∈{ sl ( m , n) , s 3
l ( m , n) } ,

sL + 1 ( m , n) >υ( m , n) , l = 1 ,2 , ⋯, L + 1.
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211　基于二维循环均值的二维谐波信号参数估计方法

若 sl ( m , n)的均值 msl > E[ sl ( m , n) ] ≠0 ,则定义 x ( m ,

n)的均值 ,

　　c1 x ( m , n) > E[ x ( m , n) ]

= ∑
L

l =1

mslexp[ j (ω1 lm +ω2 l n + <l) ] + mυ (2)

由式 (2)可得出如下结论 :当 msl ≠0时 ,二维谐波信号的

循环均值含有信号的频率和相位信息.

由于 c1 x ( m , n)是周期时变的 ,称 c1 x ( m , n)的傅立叶级

数系数 C1 x (α,β)为二维循环均值 ,即

C1 x (α,β) > lim
M , N→∞

1
MN ∑

M - 1

p =0
∑
N - 1

q =0

1
Tm

1
Tn∫

T
m

0∫
T

n

0
c1 x ( m + pTm ,

　n + qTn) exp ( - jαm) exp ( - jβn) dmdn
　
　

= lim
T1 , T2→∞

1
T1 T2∫

T
1

0∫
T

2

0
c1 x ( m , n)

　·exp ( - jαm) exp ( - jβn) dmdn (3)

其中 T1 = MTm , T2 = NTn ; C1 x ( m , n) ≡C1 x ( m + Tm , n + Tn) ≡

C1 x ( m + Tm , n) .

在满足假设条件 (1)～ (3) ,且对信号抽样满足 Nyquist 抽

样定理的情况下 ,二维循环均值的离散形式可以定义为

C1 x (α,β) > lim
T1 , T2→∞

1
T1 T2
∑

T1 - 1

m =0
∑

T2 - 1

n =0

c1 x ( m , n) exp ( - jαm) exp ( - jβn)

= ∑
L

l =1

ms
l
exp (j <)δ(α- ω1 l)δ(β- ω2 l) + mυδ(α)δ(β) (4)

由式 (4)可知 ,当α=ω1 l且β=ω2 l ( l = 1～L )时 ,式 (4)有峰

值 ,可求得二维谐波信号频率.谐波信号的相位也可以通过式

(4)求得.

由文献[11 ] ,可以用式 (5)估计式 (4)

Ĉ1 x (α,β) =
1

T1 T2
∑

T1 - 1

m =0
∑

T2 - 1

n =0

x ( m , n) exp ( - jαm) exp ( - jβn)

(5)

事实上式 (5)只是对 x ( m , n)作了一个二维 DFT ,因此可

以使用快速 22D FFT算法完成.一旦得到 Ĉ1 x (α,β) ,频率与相

位估计也就可以从式 (6)和式 (7)得到.

ω̂1 l ,ω̂2 l
L
l = 1 = argmax

(α
1 ,β1

) , ⋯, (α
L

,β
L

) ≠(0 ,0) ∑
L

l =1

Ĉ1 x (αl ,βl) (6)

<̂l = arg Ĉ1 x ω̂1 l ,ω̂2 l ,

m̂sl = exp - j <̂l Ĉ1 x ω̂1 l ,ω̂2 l

(7)

由式 (4)可知 ,为了避免二维平稳循环加性噪声 ,在式 (6)

设 (α,β) ≠(0 ,0) .
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由式 (2)可得 ,当 ms
l

= 0时 , x ( m , n)的均值不再包含谐

波信号信息 ,因此不能再用式 (5) 、(6)和 (7)进行谐波信号参

数估计.为了寻求 ms
l
= 0情况下的二维谐波信号参数估计方

法.首先 ,定义 x ( m , n)的时变相关函数为

c2 x ( m , n ;τ1 ,τ2) > cum{ x ( m , n) , x ( m +τ1 , n +τ2) }

= E[ x ( m , n) x ( m +τ1 , n +τ2) ]

　　　　　= ∑
L

l =1

c2 s
l
(τ1 ,τ2) exp[j (ω1 lτ1 +ω2 lτ2) ]

　·exp[2j (ω1 lm +ω2 ln + <1) ] + c2υ(τ1 ;τ2) (8)

显然 ,上式中当 c2 s
l
(τ1 ,τ2 ) ≠0 时 , c2 x ( m , n ;τ1 ,τ2 )是

ωkl和 <l的函数.其次 ,当τ1 =τ2 = 0时 ,式 (8)为 c2 x ( m , n ;0 ,

0) .由于它是周期时变函数 ,所以定义 c2 x ( m , n ;0 , 0)的傅立

叶级数系数为其二维循环相关函数 ,即

C2 x (α,β;0 ,0) > lim
T1 , T2→∞

1
T1 T2
∑

T
1

- 1

m =0
∑

T
2

- 1

n =0

c2 x ( m , n ;0 ,0) exp ( - jαm)

　·exp ( - jβn)

= ∑
L

l =1

σ2
s
l
exp (2j <l)δ(α- 2ω1 l)δ(β- 2ω2 l)

　+σ2
υδ(α)δ(β) (9)

观察式 (9)与式 (4) ,可知二维谐波信号的频率和相位同

样可由式 (9)求得.

相应地 ,由文献[11 ] ,二维循环相关可以用式 (10)作为其

估计子.

Ĉ2 x (α,β;0 ,0) =
1

T1 T2
∑

T1 - 1

m =0
∑

T2 - 1

n =0

x2 ( m , n) exp ( - jαm) exp ( - jβn)

(10)

因此有

ω̂1 l ,ω̂2 l
L
l = 1 =

1
2

argmax
(α

1 ,β1
) , ⋯, (α

L
,β

L
) ≠(0 ,0) ∑

L

l =1

Ĉ2 x (αl ,βl ;0 ,0)

(11)

<̂l =
1
2

arg Ĉ2 x (2ω̂1 l ,2ω̂2 l ;0 ,0)

σ̂2
s
l
= Ĉ2 x (2ω̂1 l ,2ω̂2 l ;0 ,0) (12)

由假设式 (1) 、(2)和 (8) 、(9)可以看到ωkl’s 和 <l’s 被限

制在 -π/ 2 ,π/ 2 之间 ,从而表现出二维循环相关函数的局

限性.为了解决这个问题 ,引进了二维三阶循环累积量.

213　基于二维三阶循环累积量的二维谐波信号参数估计方

法

假设 ms
l
= 0和 mυ= 0 ,定义 x ( m , n)的三阶时变累积量为

c3 x ( m , n ;0 ,0 ;0 ,0) > cum{ x ( m , n) , x ( m , n) , x 3 ( m , n) }

= E[ x ( m , n) x ( m , n) x 3 ( m , n) ]

= ∑
L

l =1

γ3 s
l
exp [j (ω1 lm +ω2 ln + <l) ] +γ3υ

(13)

其中 ,γ3 s
l
> E[ s3

l ( m , n) ] ≠0是 sl ( m , n)的歪斜度 ,γ3υ = E

[υ3 ( m , n) ].定义式 (13)的傅立叶级数系数为二维三阶循环

累积量 ,即

C3 x (α,β;0 ,0 ;0 ,0) > lim
T1 T2→∞

1
T1 T2
∑

T1 - 1

m =0
∑

T2 - 1

n =0

c3 x ( m , n ;0 ,0 ;0 ,0)

　·exp ( - jαm) exp ( - jβn)

= ∑
L

l =1

γ3 s
l
exp (j <l)δ(α- ω1 l)δ(α- ω2 l)

　+γ3υδ(α)δ(β) (14)

　　由文献[11 ] ,二维三阶循环累积量可以用式 (15)作为其
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估计子

C3 x (α,β;0 ,0 ;0 ,0) =
1

T1 T2
∑

T1 - 1

m =0
∑

T2 - 1

n =0

x2 ( m , n) x 3 ( m , n)

·exp ( - jαm) exp ( - jβn) (15)

相应地 ,二维谐波信号的频率和相位估计如下 :

ω̂1 l ,ω̂2 l
L
l = 1 = argmax

(α
1 ,β1

) , ⋯, (α
L

,β
L

) ≠(0 ,0) ∑
L

l =1

Ĉ3 x (αl ,βl ;0 ,0 ;0 ,0)

(16)

<̂ = arg Ĉ3 x (ω̂1 l ,ω̂2 l ;0 ,0 ;0 ,0) (17)

虽然ωkl’s 和 <l’s 被限制在 [ -π/ 2 ,π/ 2 ]之间的问题得

到了解决 ,然而其代价是 sl ( m , n)’s必须是一个非对称非高

斯过程.

3　仿真

　　在以下的的实验中 ,都假设信号个数 L = 2 ,频率为 (ω11 ,

ω21) = (0. 5 ,1) , (ω12 ,ω22) = (1. 2 ,0. 8) ;加性噪声υ( m , n)～

N (0 ,2) ;乘性噪声 s1 ( m , n) , s2 ( m , n)分别为 e ( m , n)与 e1

( m , n)生成的 MA模型的有色平稳噪声 ,其中 e ( m , n)与 e1

( m , n)为独立同分布的指数白噪声.

311　实验一

31111　用式( 5)估计频率的实验 　假设 E ( sl ) = 1. 425 ; var

( s1) = 1. 105625 ; E( s2) = 1. 4 ; var( s2) = 1. 06.实验数据长度为

128×128 ;实验结果如图 1与图 2所示.

　　观察图 1与图 2可以明显看到估计频率的谱峰正好积聚

在假设频率为 (ω1 l ,ω2 l) = (0. 5 ,1) , (ω11 ,ω22) = (1. 2 , 0. 8)的

位置.

31112　用式( 10)估计频率的实验　假设 E( sl) = 0 ; var( s1) =

8 ; E( s2) = 0 ; var( s2) = 6.实验数据长度为 128×128 ;实验结果

如图 3与图 4所示.

　　观察图 3与图 4不仅能够看到明显代表估计频率的谱峰

而且也可以很清楚的看到在频率 (0 ,0)处由加性噪声引起的

谱峰.

图 1　用二维循环均值估计　　图 2　用二维循环均值估计

谐波频率的等高图　 谐波频率的立体图

图 3　用二维循环相关估计　　图 2　用二维循环相关估计

谐波频率的等高图　 谐波频率的立体图

31113　用式( 15)估计频率的实验　假设 E( sl) = 0 ; var ( s1) =

6 ; E( s2) = 0 ; var ( s2) = 6 ;γ3 s
l
≠0 ;实验数据长度为 512×512 ;

实验结果如图 5 ,图 6与图 7所示 .观察图 5 ,图 6与图 7可以

看到在假设频率处有两个明显的谱峰 .

图 5　用二维二阶循环累积量

估计谐波频率的立体图

图 6　用二维二阶循环累积量

估计谐波频率的右视图

图 7　用二维二阶循环累积量

估计谐波频率的左视图

312　实验二

下面的实验中 , 分别用式 (5) 、(6) 、(7) ,式 (10) 、(11) 、

(12)和式 (15) 、(16) 、(17) ,在对应于实验一中正确估计出频

率的假设条件下 ,各做 10次蒙特卡洛实验.表 1列出了用式

(5) 、(6)和 (7)估计的结果.表 2列出了用式 (10) 、(11)和 (12)

估计的结果.表 3列出了用式 (15) 、(16)和 (17)估计的结果.

表 1　

l ms
l

m̂ s
l
ω1 l ω̂1 l ω2 l ω̂2 l <l <̂l

1 1. 425 1. 4224 0. 5 0. 5001 1. 0 1. 0002 0. 6 0. 5836

2 1. 4 1. 3949 1. 2 1. 1996 0. 8 0. 8007 1. 3 1. 2762

表 2　

l σ2
sl σ̂2

sl 2ω1 l 2ω̂1 l 2ω2 l 2ω̂2 l 2 <l 2 <̂l

1 8. 0 8. 0378 1. 0 1. 0002 2. 0 2. 0003 1. 2 1. 1729

2 6. 0 6. 0171 2. 4 2. 4001 1. 6 1. 5999 2. 6 2. 6302

表 3　

l ω1 l ω̂1 l ω2 l ω̂2 l <l <̂l

1 0. 5 0. 5001 1. 0 1. 0002 0. 6 0. 4812

2 1. 2 1. 1996 0. 8 0. 8007 1. 3 1. 1446
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4　结论

　　本文讨论了乘性噪声和加性噪声共存下的二维谐波信号

参量估计问题 .并利用所定义的二维循环均值 ,二维循环相关

和二维三阶循环累积量分别估计不同假设条件下的谐波信号

参数.通过仿真实验可以看到二维循环统计量能够有效地抑

制平稳乘性噪声与平稳加性噪声的影响 ,并且利用二维循环

统计量所做的频率估计结果也非常接近于真值.然而 ,本文所

提出的方法需要的数据量相对较大 ,而且相位估计也并不令

人满意.仿真结果说明相位估计对于频率估计的准确度非常

敏感.对于如何减少数据量 ,提高估计相位的准确性以及噪声

强度对信号的影响还有待进一步研究.
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